SELECTIVIDAD CASTILLA Y LEON/ MATEMATICAS / ANALISIS DE FUNCIONES
Junio 2009
PR-2.- Un campo de atletismo de 400 metros de perimetro consiste en un rectangulo y dos

semicirculos en dos lados opuestos, segun la figura adjunta. Hallar las dimensiones del
campo para que el area de la parte rectangular sea lo mayor posible. (3 puntos)

El perimetro del campo es:

P:2x+27z% — 2X+ 2y =400 = X =

400- 7y

La superficie de la parte rectangular es:

400- 7-y ye 400y — z-y?

S =Xy — (sustituyendo el valor de X) = S = 5 >

Esta superficie sera maxima en la solucion de S” = 0 que haga negativaa S™.
400- 27y 200

SI
2 V4
Como S''= % =—2 es negativo, para el valor de x hallado se da el area méaxima buscada.
400- 7[-@
Para y=—— = x=——""=100. Por tanto, el rectangulo central tiene por dimensiones x = 100 e
T

200

y=——.

T

. . - L . In x
C-3.- Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x)=—- en
X

su dominio de definicion. (1 punto)

La funcion no estara definida para x =0, ya que hace al denominador 0, y para los valores negativos de Xx.
Luego el dominio seran todos los valores de x tales que x>0

1x—Inx 1-Inx
fr)=2——=="—""=0->Inx=1=x=e
X X
f'(x) + -

£(x) No definida 0 / e \
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f(x) es creciente en el intervalo (0, e) y decreciente en (e, o). Presenta un maximo en x = e.

C-4.- Calcular los valores de a para los cuales el &rea comprendida entre la grafica de la
funcion y = —x? + a* y el eje OX es de 256/3 unidades de superficie. (1 punto)

La funcion es par, por lo que es simétrica respecto al eje
X. Los limites de integracion coincidirdn con los cortes
con el gje x.

El corte con el eje y sera a*.

/ \ Puntos de corte con x: y = —x*+a* =0, luego x=+a?
/ \ s . - s .
# C\ Por lo tanto los limites de integracion seran +a?
/ \
/ \
// \\
/ \
’,’r \“'\
/ \
2 a2
a 3 6 6 6 6
- X —-a a —-2a 4a
Calculamos J.(—x2 +a*)dx= +a'x = +a*a?-| =—-a*a? |= +2a%=—o
) 3 2 3 3 3 3
_a —a
4a°® 256

= T—>a6=64—>a=§/2—6—>a=2

La funcién resultante que cumple las caracteristicas del enunciado es y = —x* + 16
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Sept 2009

3
X

xI+1
a) Hallar su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad
y convexidad, puntos de inflexién y asintotas. Esbozar su grafica (2 puntos)

PR-1.- Sea la funcién [(x)=

1
b) Calcular el valor de If(v) dx . (1 punto)
0

a)

X4l=0>x’=—I>x=+J-1> No hay solucién = Dom(f)=YxeR

3 3.?‘)(:.?‘} +I)— 2x-x° B 3x 4+ 3x7 —2x* B xf 437 _ (x‘) +3}\’3 .

B (:x? +])'} B (\ +I] B (r +1’)? - [:x‘} +J)
. ] Y430 VreR

1! (x)>0> ﬂ =0 ¥ >0 vxeR = Creciente = vx e R

+1) (41 >0= vren

f'(x)

>

2 2

No hay mdximos ni minimos relativos

(x) (4.\’3 +6.YX.\’3 +}]3 —3(:x‘) +])-3r-(x4 +3x7) (4.\’3 +6.\f1x3 +f]—4x-(:x4 +3x7)

S \x)= . =
[_.\‘3 +I)4 (.\‘3 +J]3
£11(x) = 4x° +6x° +4x7 +6x—4x” —12%° _ bx —2x° B 2_\'(3— .\‘3)_ 2x(3-x)f3+x)
'h [I.\“’ +I)3 (Y +])3 [I.\“’ +I]3 (x‘) +])3

2>0= 9xeR

[ — x>0 9xeR/ x>0

’) — — _ —
Concavidad = f ”(_x) >0 = 0=V x>0 x<3I DV eNR/x <3

V4 3 r
X +]) 34x>0>x>-3VxreR/x>—/3
(\x‘} +1’)j =0 =>vxeNR
— o0 -3 0 3 A0
2>0 (+) (+) (+) (+)
x>0 (-) (-) (+) (*)
x>-3 (-) (+) (+) (+)
x<3 (+) (*) (*) ()
(x+1)" >0 (+) (+) +) (+)
| Solucion (*) (-) +) (-)

Concavidad vx ) f(‘ < —'\-"'?)LJ (0 <x< \-"'?)

Convexidad Vx € R (_ J3<x< O)U (x > \?)
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Puntos de Inflexion
-3y —27 27 27)
En x=-3= f(-3)= ( ) = :——:‘»{— ——]
(_3)‘4_] 9+1 1 10
0’ 0
=——=0=1(0,0)

En x=0= f(0)=— =
f‘) 0°+1 0+1

3 . 27 / 7
’:>[3,l}

3 27 2
En X:3:>f(3): > = = —
3471 9+1 10 10,

Asintotas
No las hay verticales

— No existe cuando x — o

Horizontales
x?
3 -
) . ; o0 i ; . 1 1 1
v =Tlim f(x)= lim— = = Jim—=< = lim ===
X =00 x=e v 4 ] o0 x—=w 7 X—x 7 0+0 0
¥ ox x x
NE
3 3 D
. . R B -0 3 . — 1 1
v = lim f(x)= lim : = lim — = = Jim —~ = [im =— =——=
X——m x=—w y° 4 ] x=o v 4 ] o Y=o y© x=x ] 7 0+0 0
X x x
No existe cuando x — —»
Oblicuas o inclinadas
< e
L I S S 1
m = lim+*——= = lim - = lim = —=lim —- = lim = =—=]
X0 Y xs® X —eyd px o xow X  xow 1 1+0 I
NERE] 2
XX X
X
3 3 3 -—
. . X .ox —x . —x o0 ) 2
n= hm[f(x)— mx] =lim | — —1-x|=1lim - = lim — =—=[im — =
x—s® = | v 4] X—0 v 47 x—we v 4 ] 0 x—®
' ox’
X 1 1
2 T . 0
= lim ,7\] = lim = Tj = 10 =
X—=x +
I1+— I1+—
£ -)’:"

X

X
Existe asintota oblicua vy = x cuando x — =
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x’ X
S s =
_ X 2 X o) - -1 -1
m = lim /) = Jim XL = iy ; =—=lim—" = lim = =—=
S X——x X I3y —x o0 X—x X X X—x - —1—0 -7
.\‘3 \_3 1‘3
3 ‘ 3.3
X X" —x —Xx - o0
n=lim [f(.\‘)—mx]: lim - —1-x|= lim . = lim — = lim — =—=
X—=—m == | y° 4 ] X——m X° 4+ j‘ r—=-o yT 4 x—m oy 4 o0
R 1 1
2 i, . 0
lim —= 7 = lim —X—= 'Y:] = 10 =
X—C - X—
X 1+~ 1+— 7
X x° X" oo™
Existe asintota oblicua v = x cuando x — —n
Grafica de la funcién
b
1 3 1 1 1
X . I,y 1 ¢! I, 1 » 11
I )(I\':de\'—]‘ n’\f:—-[\‘]g—— I—dfz—‘(f‘—O‘]——-[hJ{];:———-(z'n?—h;r]
o1+ ) I+ x° 2 25t 2 2 2 2
) ) dt x=0=>1t=1+0" =1
x? ‘I+.\" 1+x° =1 = 2xdx = dt = xdx = — =
2 x=1>t=1+1" =2
—x’—x x

i

0

3
X

Y

I+ x

dx = %(]—r’n 2)
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In [I—penx)
C-1.- Calcular el limite hmi (1 punto)
x—0 p -7
' ] g] ' ‘) ! - 2% In 2-cos x
m(2°"%) (2% n|2 m(1) 0 - Hopital psenx - '
H."H (A [ — [ — \ ) _ 2 Aplicando L' Hopital h‘f” - —
=0 " —] e’ —1 1-1 0 0 x>0 e

o m2-cosx m2-cos0 In2-1
=lim : = =
x=0 e’ e’ 1

=n2

C-2.- Hallar los puntos en donde la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x* es paralela a la recta de
ecuaciony = 3x +2 (1 punto)

[£(x)=3x

m=3

ool xo4iol Y—J:>f()= =(1,1)
lx=12 /D=1 = (-1,-1)

PR-2.- Sea la funcién f (x) = sen( x) + cos(x) , definida en el intervalo [0, 2x].
a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos. Esbozar su gréfica.
(2 puntos)

b) Calcular el area del recinto limitado por la gréfica de fy las rectas de ecuaciones
x=0,x=n/4,ey=2. (1 punto)
a) Se hacen las derivadas primera y segunda:

f"(x) =cos(x) —sen(x) ; f" (x) =—sen(x) — cos(x)

Calculamos méximos y minimos: f”(x) =cos(x) — sen(x) =0 — cos(x) = sen(x)

57
La derivada primera se anula, en el intervalo [0, 2x], cuando X_Z y e
Comprobamos si se trata de maximos o minimos estudiando el crecimiento y el decrecimiento de la
funcion:
- +

f'(x) | " | | |

S T~ 7 7

f(x)

/2 - 5z i
Luego el punto x = " es un maximoy el punto x = 7 un minimo.
Para representar la funcién daremos algunos valores:
Valores: A (0, 1); B (2x, 1); C(%,\/E), D(ST”,—\/E),

1

Calculamos los puntos de corte: f (x) =sen(x) +cos(x) =0 — sen(x) =—cos(X) — X = 37” X = 7

Luego tendremos E (377[ ,0); F (77” , 0);
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La grafica de la funcidn sera:

Cc

A B
F
c) Representamos el area encerrada por las rectas y = 2, X = n/4 y la funcién f(x), obteniendo:
y=2
7l4
/ I(sen(x) +c0s(x) Jdx =|- cos(x) + sen(x)|g/4 =1
0
X = /4

C-3.- Probar que la ecuacion x

Luego el area coloreada sera el area del rectangulo formado por la
rectay = 2, x = n/4, y los ejes OX y OY, menos el &rea hallada
anteriormente:

A=2m/4-1=m/2-1=0,57 u°

—e* + 2 =0 tiene alguna solucién. (1 punto)

Aplicaremos el teorema de Bolzano, segln el cual “si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] y en
sus extremos toma valores de distinto signo, entonces , con seguridad, corta al eje X en ese intervalo

[a,b].”

Si f(x) = x** —e* + 2 =0, entonces f(0) = 1 y f(-2) = —2%°%° —1/e?®® + 2, que es claramente menor que 0.

Por lo tanto podemos asegurar que existe una solucién en el intervalo [-2,0], ya que f(0)>0 y f(-2)<0.
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C-4.- Calcular I (1 punto)

dx
@+xWx
Realizamos el cambio de variable siguiente:

{\R:t

x=t? — dx=2tdt

Con lo que la integral queda I(1+dxx)\/§ = J (124f fzt) = 2_[ (1:_1:2): 2arctg(t)

Deshaciendo el cambio queda JA = 2arctg(v/x)

+x)\/_

Junio 2010

1
E1.- Dadas la parabola v = ~x7, y larecta y = 9, hallar las dimensiones y el area del

rectdngulo de drea maxima que tiene un lado en la recta y los otros dos vértices en la grafica
de la parabola (2’5 puntos)

(‘ K\"j)

4:?x-(_
\
Sid=0=
d’4 3’ L,
4" = o =2-(=2x)=—4x= 4"(3)=—4-3=—12= Maximo= A=2-3-| 9— =06-6=36u
X
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E2.- a) Si el termino independiente de un polinomio p(x) es — 5 y el valor que toma p(x) para
x =3 es 7, jse puede asegurar que p(x) toma el valor 2 en algun punto del intervalo [0, 3].
Razonar la respuesta y enunciar los resultados tecricos que se utilicen (1’5 puntos)

cos X
b) Calcular | —————dx (1 punto)
1+ sen”x

a) Si, se puede asegurar, como también se puede asegurar que habra un cero en ese intervalo

Teorema de Weierstrass es un teorema de analisis real que establece que una funcion
continua en un intervalo cerrado y acotado (de numeros reales) alcanza sus valores maximo y
minimo en puntos del intervalo. También se puede enunciar en términos de conjuntos
compactos. El teorema establece que una funcién continua transforma intervalos compactos en
intervalos compactos, entendiéndose por intervalo compacto aquel que es cerrado (sus puntos
frontera le pertenecen) y acotado.

De este teorema se deriva el teorema del valor intermedio que determina que s1 funa funcién
continua en un intervalo [a,b] y supongamos que f(a) < f(b). Entonces para cada u tal que

fla) < u < f(b), existe un ¢ dentro de (a,b) tal que f(c) = u. La misma conclusién se obtiene para
el caso que f(b) < fla). En nuestro caso p(0) =-5 < p(3) = 7, entonces como p(0) < 2 < p(3),
existe un valor ¢ dentro de (0, 3) tal que p(c) = 2

#(b) F==d=mmmmmmmmmmme oo re---

FE) ) T --ﬂ .........

Cos X dt
b) I —dx = I _dv =arc tg t = arc tg (sen x)+ K
1+ sen”x I+t

senx=1= cos x dx = dt

x+1

E2.- Dada la funcion f(x)= 7 se pide

a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y convexidad y las
asintotas (1’5 puntos)
flx)

X

b) Calcular el area de la region limitado por la grafica de la funcién g(x )= .eleje OXy

las rectas x =2, x = 4 (1 punto)
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a)
1+1 2 -
x—-I1=-0=D>Dx=-1= f(f):ﬁ:E:'»Dom(f):\:".\‘e "R—{I}
x—I1—-(x+1) x—-1-x-1 -2 -2
f'(x)= ! (Yj ) _ X ! — = ~ = Crecimiento = f'(x)>0= -=>0=
{.\‘—I)‘ (x—1) (x—1) (x—1)
[ —2<0>=>xeR
lx=1y > 0= xem
— o0 1 e
-2<0 (-) (-)
(x-1)°>0 (+) (+)
Solucién (-) f(x)<o0 (-) f(x)<o0
Decrecimiento vx € R /(x < I)u(x > 1)
2. v =7 _ _
f''(x)=-2— x 4”: ! - = Concavidad = f''(x)>0= ! T >0
(c-1)  (v-1y G-1)
—4<0=>xN
(x—1) 0= x-1>0=x>1=xeR/x>]
— 0 1 v
-4<0 () ()
X > 1 (-) (+)
Solucion (+) f’(x) >0 (-) f’(x) <0
Concavidad Vxe R/ x <] Convexidad VxR /x =1
Asintotas
Verticales
' g
[ lim flx)=—=-w
x=1— =1 0
- 2]
lim flx)=—=m
1_ .\'—ij* f( ) 0*
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Horizontales

x 1 1 I
v+l I =2 I+~ 14
v =1lim f(x)=1lim- = =lim>X X —pm X = P =
: x—m x—=m xy — [ o r—m X X—sm0 1 1 1-0
Tz - -L
RO x 0

Asintota horizontal = vy = I cuando x — @

! + ! I+ ! I+ !
v=lim f(x)= lim - = lim =—=1im =Tlim — = =
X——® i—s-m y — [ o — x — ] on x—w X ] Xx—w ] 7 7 7 —71-0
X X X oo
Asintota horizontal = y = I cuando x — —»
Oblicuas o inclinadas
x+1 x 1 1.1 11
x) -— x+1 o 202 vl o o 040
m=lim S, = Jim =L _ fim - =—=limE X XX - O =0
ey =y R o X oy x X ] ] ] 1—-0
X X @
No existe Asintota oblicua cuando x — =
x+1 X, 1 1 . 1 1 N 1
X o —x+1 o 2 2 c x2 o oo 040
m= lim S ]: fim X=L = Jiy - =—=lim—xX X —jim—X X —_= }’O T
x——© - ——> —m 47 ) X—® < - —»
x X x X eyt 4 x o ¥ x‘ X x Ja JEa +
xox? X i

No existe Asinfota oblicua cuando x — —»

b)
x+1
X) x-]  x 3 /2
f{\'l: x—1 _ \‘J“i = f(3)= j+} :i_:—:ZO}mpos.frh‘aen [3,4‘]
x X X —x - 37-3 6 3
' ConOX = y=0=x+1=0=x=-1¢[2,4]
> corte s efe 0+1
Puntos de corte con los ejes = Con OY = x=0= f(0) s il ; :E:Asi}fmm 1'erricaf:>x=0e[3,4]

4 4
A=J x+1 (f.\*z_[ 2 dv+J_—d\*:_’J—d'r—[hM‘]‘f= [fn r] (In4-mm2)=2-(In3-Inl)-In2
" 2

k]

S X7 —x s x—1 S X
x=2>1t=1
x—Il=ft=dv=dt= *
=4=t=3
x+1 4 B_ 4\+B\— ( -B=1=B=-]
(x—I)x x—1 x Tl4sB=I=A-1=1= 4=

9
A=n9-In2 :fn—j

Junio 2011
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x> —3x+3
x—-1
a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de

concavidad y convexidad y sus asintotas. (2 puntos)
b) Esbozar su grafica. (0,5 puntos)

Sea f(x)=

a) Existe una asintota vertical en x = 1.

2
] , . . X" —3X+3 , ] ,
Asintotas horizontales: lim f(x)= lim =———"—" = c0. Luego no tiene asintota horizontal.

X—>00 X—>00 X—-1

Asintotas oblicuas: Tendra una asintota ya que el grado del numerador es uno mas que el del

f(x)

denominador, y seré de la formay = mx + n, donde m =lim —=y n = lim(f (x)—mx)
X—>0 X X—>0

. X?=3x+3 .. x*-3x+3
m =Ilim =lim 5 =1
X—>0 X(X—l) X—>00 X —X

. [ x*=3x+3 . [(x*=3x+3 x*-x) .. (—-2x+3
n=Ilim ——— —=x|=1lim — =lim| ——— |=-2
X—>0l X—-1 X—>o0l X—-1 X—=1 X—>00 X -1

Por lo tanto la asintota sera y = x — 2.
Los mismos célculos sirven para el caso X — —oo

Hallamos los méaximos y los minimos relativos:

£1(x) = x(x-2)

=0—>Xx =0,x, =2
(X—1)2 1 2

Para ver si son maximos o minimos estudiamos el crecimiento y el decrecimiento de la funcién
considerando los extremos relativos y la asintota vertical:

(x) + - - +

I I I
Por lo tanto x = 0 es un méaximo y
f(x) / 0\ 1 \A 2 / X = 2 un minimo.

Calculamos las ordenadas:
f(0)=—-3—(0,-3) Es un maximo
f(2)=1—(21) Esun minimo

Para representar la funcién necesitaremos también conocer la concavidad y la convexidad:

- @21 2] 2

(x-1) (x-1)
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No tiene solucion, por lo que no habré puntos de inflexion.

Estudiamos la evolucion de la derivada segunda para estudiar la curvatura:

17(x) - +

) M1 U

La funcidn no tiene raices por lo que no cortara al eje de abscisas.

=2 2772 _0— x? —3x+3=0—>No existe solucién real.

x2 —3x+3
f)= x-1

Punto de corte con el eje de ordenadas: f(0)= il =-3-(0,-3)

La gréfica de f sera:




